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摘要 

    以 W 作圖法作出面積相等的真心三角形，我們發現真心三角形與旁心有些關聯性，因

此對於真心三角形、旁邊三角形、旁心三角形以及其內切圓、外切圓進行研究，發現各組相

似三角形與相關性質。 

壹、前言 

一、 研究動機 

    在上數學課時，我們學到了三角形的五心以及其相關的性質，正巧我們在網路上看到一

篇關於 Wabash center 的文章，我們對這個點的性質很感興趣，所以我們由這個點的定義延伸

出一個新的真心，並對其性質展開研究。 

二、 研究目的 

(一)真心三角形、旁心三角形、旁邊三角形相似及邊長關係 

(二)真心三角形、旁邊三角形內心相關連線三角形相似、共點、共線、共圓等性質 

(三)真心三角形、旁邊三角形外心相關連線三角形相似、共點、共線、共圓等性質 

(四)任意三角形中，真心的作圖法 

三、 文獻回顧 

(一)Wabash center 

根據參考文獻資料一中的作圖，給定任一

三角形及內部一點 X，過三角形其中一角作角

平分線，過 X 點做直線垂直於該角平分線，該

垂線分別於該角兩邊交兩點，三角形頂點與兩

個交點構成等腰三角形，對此三角形的另外兩

個角作重複動作，可得三個等腰三角形， 

     如右圖。 

  Wabash center 即為當作圖中的三個等腰三

角形面積相等時之 X 點。 

       本文延伸其作圖法進行研究。 

(二)Math Pro 數學補給站-旁心三角形面積 

 根據參考文獻資料二中，我們引用 hua0127 第(4)點的結論：旁心三角形面積=2Rs 

其中 R=三角形外接圓半徑，s=
𝑎+𝑏+𝑐

2
，a、b、c 為原三角形之三邊長。 
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(三)「用“心”」 

    該篇科展研究原三角形的三個旁心三角形(即本文所指旁邊三角形)中取其五心，連

成新三角形，觀察此新三角形與原三角形面積、五心之關係。 

    取旁心連線三角形(即本文所指旁心三角形)，研究新增的三角形與原三角形之關係 

引用其性質 1-2 ：△ DEF ∼△ GHI，即旁心三角形△ DEF相似於旁外三角形△ GHI 

          性質 2-1 ：△ ABC ≅△ GHI，即旁垂三角形△ GHI全等於原三角形△ ABC 

  

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

(四)百度百科-旁心三角形 

       根據參考文獻資料四中，引用其定理 1： 

O1、O2、O3為三個旁心(即本文所指𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶)， 

Y、Z(即本文𝐼𝐴、𝐼𝐶)分別為 △ 𝑂2𝐴𝐶、 △ 𝑂3𝐴𝐵的內心 

，延長𝑌𝑍̅̅̅̅ 分別交O1O3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、O1O2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於 M、N(即本文所指𝑆1、𝑆2) 

，則O2、O3、𝑍、𝑌四點共圓，且 △ 𝑂1𝑀𝑁為等腰三角形  

 

貳、研究設備與器材 

紙、筆、電腦、GeoGeBra 

 

 

 

 

 

 

 

性質 1-2 圖示  性質 2-1 圖示  
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參、研究過程及方法 

一、 名詞定義 

(一) W 作圖法： 

給定任一△ ABC及內部一點 X，過 X 點作一直

線垂直於∠A的角平分線，該垂線分別交∠A兩邊於

Q、T 兩點，三角形頂點A與兩個交點Q、T構成一

等腰三角形，對∠B、∠C重複動作，可得三個等腰

三角形△ AQT、 △ BSP、 △ CUR，此作圖法我們稱

為 W 作圖法，如圖 1 

(二) Wabash center :  

依照 W 作圖法，當作圖中的三個等腰三角形△ AQT、 △ BSP、 △ CUR面積相等

時，我們稱此時之 X 點為 wabash center，標示為 W 點，如圖 2 

 (三) W 三角形： 

根據 W 作圖法中，三個等腰三角形重疊部分的三個三角形，稱之為 W 三角形，如

圖 3，△ XPQ、 △ XRS、 △ XTU，均為 W 三角形 

  

圖 2 圖 3 

(四)真心： 

依照 W 作圖法，當三個 W 三角形的面積相等時，該點為真心，標示為 J 

(五)真心三角形： 

    當 W 三角形面積相等時，此時 W 三角形稱為真心三角形 

 

 

 

圖 1 
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圖 5  

圖 4  

(六)旁邊三角形： 

三角形中任意一個旁心與原三角形中作出該旁心 

的兩個頂點連線構成三個三角形，稱為旁邊三角形，如圖 4 

，△ BCPA、 △ ACPB、 △ ABPC，均為旁邊三角形 

(七)旁心三角形： 

  三個旁心連線所構成的三角形，稱為旁心三角形 

如圖 4，△ PAPBPC 

 

二、 W 三角形與真心三角形性質之探討 

(一) 性質 1：W 三角形為相似三角形，即△ XPQ~ △ XRS~ △ XTU 

已知：△ ABC中，其內部一點 X，△ XPQ、 △ XRS、 △ XTU為三個 W 三角形 

求證：W 三角形相似， △ XPQ~ △ XRS~ △ XTU 

證明： 

1. 

令△ ABC的三個角，∠A = 2a°，∠B = 2b°，∠C = 2c° 

則2a + 2b + 2c = 180° 

∵ ∠Q、∠T為△ AQT的兩底角  

∴ ∠Q = ∠T = (
180 − 2𝑎

2
)° = (b + c)° 

∵ ∠P、∠S為△ BPS的兩底角   

∴ ∠P = ∠S = (
180 − 2𝑏

2
)° = (a + c)° 

∵ ∠U、∠R為△ CUR的兩底角   

∴ ∠U = ∠R = (
180 − 2𝑐

2
)° = (a + b)° 

2. 

△ XPQ中，∠P = (a + c)°；∠Q = (b + c)° 

∵ 2a + 2b + 2c = 180°  

∴ ∠BXQ = 180° − (a + c)° − (b + c)° = (a + b)° 

同理可得△ XRS、△ XTU的三個內角分別為(𝑎 + 𝑏)°、(𝑏 + 𝑐)°、(𝑎 + 𝑐)° 

故△ XPQ~ △ XRS~ △ XTU(AA 相似)     
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圖 6  

(二) 性質 2：真心三角形必為全等三角形 

        由名詞定義可知，面積相等的 W 三角形即為真心三角形，且根據性質 1，W 三

角形相似，故真心三角形必為全等三角形，△ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU 

 

三、 真心三角形、旁心三角形與旁邊三角形關係之探討 

(一) 性質 3：真心三角形~旁心三角形~旁邊三角形 

已知：△ ABC中，J 為真心，△ JPQ、△ JRS、△ JTU為真心三角形， 

△ BCPA、△ ACPB、△ ABPC為旁邊三角形及△ PAPBPC為旁心三角形 

求證：△ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU ∼△ BCPA ∼△ ACPB ∼△ ABPC ∼△ PAPBPC 

證明： 

1. 

由性質 2 可知△ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU 

2. 

令△ ABC的三個角，∠A = 2a°，∠B = 2b°，∠C = 2c° 

∴ 2a + 2b + 2c = 180° 

∵ 𝐴𝑃𝐵
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅為∠A的外角平分線 

∴ ∠CA𝑃𝐵 = ∠BA𝑃𝐶 = (
180 − 2𝑎

2
)° = (b + c)° 

∵ 𝐵𝑃𝐴
̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅為∠B的外角平分線  

∴ ∠AB𝑃𝐶 = ∠CB𝑃𝐴 = (
180 − 2𝑏

2
)° = (a + c)° 

∵ 𝐶𝑃𝐴
̅̅ ̅̅ ̅、𝐶𝑃𝐵

̅̅ ̅̅ ̅為∠C的外角平分線  

∴ ∠AC𝑃𝐵 = ∠BC𝑃𝐴 = (
180 − 2𝑐

2
) = (a + b)° 

△ ABPC中， ∠BA𝑃𝐶 = (𝑏 + 𝑐)°；∠AB𝑃𝐶 = (a + c)° 

∵ 2a + 2b + 2c = 180°  

∴ ∠A𝑃𝐶𝐵 = 180° − (𝑏 + 𝑐)° − (𝑎 + 𝑐)° = (𝑎 + 𝑏)° 

同理可得，△ BCPA、△ ACPB的三個角分別為(𝑎 + 𝑏)°、(𝑏 + 𝑐)°、(𝑎 + 𝑐)°    

得△ PAPBPC的三個角：∠A𝑃𝐶𝐵 = (𝑎 + 𝑏)°；∠B𝑃𝐴𝐶 = (b + c)°；∠A𝑃𝐵C = (a + c)° 

由性質 1 可知真心三角形的三個角亦為(𝑎 + 𝑏)°、(𝑏 + 𝑐)°、(𝑎 + 𝑐)° 

故△ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU ∼△ BCPA ∼△ ACPB ∼△ ABPC ∼△ PAPBPC(AA 相似) 
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圖 7  

(二)性質 4：旁心三角形與三個旁邊三角形對應邊長比為 1：sin
𝐴

2
：sin

𝐵

2
：sin

𝐶

2
 

已知：△ ABC中，內心 I，旁心三角形△ PAPBPC， 

     令ka =
𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
，kb =

𝑃𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐶̅̅ ̅̅
，kc =

𝑃𝐴𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
，以旁心三角形邊長為基準， 

     旁心三角形與旁邊三角形的邊長比為 1： 
1

𝑘𝑎
：

1

𝑘𝑏
：

1

𝑘𝑐
 

求證：旁心三角形與三個旁邊三角形對應邊長比為 1：sin
𝐴

2
：sin

𝐵

2
：sin

𝐶

2
 

證明： 

1. 

令旁心三角形的三個角分別為O°、X°、#° 

∵ 𝐴𝑃𝐴
̅̅ ̅̅ ̅為∠A的內角平分線 

又𝐴𝑃𝐵
̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅為∠A的外角平分線 

∴ ∠𝑃𝐴𝐴𝐵 = ∠𝑃𝐴𝐴𝐶 

  ∠B𝐴𝑃𝐶 = ∠CA𝑃𝐵 

∴ ∠𝑃𝐴𝐴𝑃𝐶 = ∠𝑃𝐴A𝑃𝐵 = 90° 

同理可得，∠𝑃𝐵𝐵𝑃𝐶 = ∠𝑃𝐵B𝑃𝐴 = 90°，∠𝑃𝐶𝐶𝑃𝐴 = ∠𝑃𝐶C𝑃𝐵 = 90° 

又∠I𝑃𝐶A = ∠C𝑃𝐶𝑃𝐵(共用角) 

∴△ IA𝑃𝐶 ∼△ 𝑃𝐵𝐶𝑃𝐶(AA 相似) 

∴ ∠AI𝑃𝐶 = ∠C𝑃𝐵𝑃𝐶 = X° 

∴ ∠AI𝑃𝐶 = ∠CI𝑃𝐴 = X° (對頂角) 

同理可證∠BI𝑃𝐶 = ∠CI𝑃𝐵 = O°，∠BI𝑃𝐴 = ∠AI𝑃𝐵 = #° 

2. 

∵ ∠𝑃𝐶𝐼𝑃𝐵 = ∠B𝐼C (對頂角) 

∵ ∠𝐼CB = ∠𝐼C𝑃𝐴 − ∠BC𝑃𝐴 = 90° − #° 

∠𝑃𝐶𝑃𝐵𝐼 = 180° − ∠𝐼A𝑃𝐵 − ∠AI𝑃𝐵 = 90° − #° 

∴ ∠𝐼CB = ∠𝑃𝐶𝑃𝐵𝐼 

∴△ IBC ∼△ I𝑃𝐶𝑃𝐵(AA) 

∴
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 = 

𝐼𝐶̅̅ ̅

𝐼𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅
 (對應邊成比例)= cos 𝑂 

      = cos(90 −
𝐴

2
)= sin

𝐴

2
 

∴
1

𝑘𝑎
= sin

𝐴

2
 

又
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑃𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 (相似三角形△ BCPA ∼△ PAPBPC，對應邊成比例) 
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圖 8  

∴ 𝑃𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1：ka = 1： sin

𝐴

2
 

同理可證𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ：𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1：kb = 1： sin

𝐵

2
，𝐴𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅：𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1：kc = 1： sin

𝐶

2
 

故𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝑃𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ̅：𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ：𝐴𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅ =1： 
1

𝑘𝑎
：

1

𝑘𝑏
：

1

𝑘𝑐
= 1：sin

𝐴

2
：sin

𝐵

2
：sin

𝐶

2
 

所以旁心三角形與三個旁邊三角形對應邊長比為 1：sin
𝐴

2
：sin

𝐵

2
：sin

𝐶

2
 

(三)性質 5：旁心三角形與真心三角形之邊長比，k:1=
2𝑅

𝑟
(sin

𝐴

2
+ sin

𝐵

2
+ sin

𝐶

2
) : 1  

已知：△ ABC中，旁心△ PAPBPC，J 為真心 

求證：旁心三角形與真心三角形之邊長比為 k:1=
2𝑅

𝑟
(sin

𝐴

2
+ sin

𝐵

2
+ sin

𝐶

2
) : 1 

證明： 

1. 

將△ ABC沿𝐴𝐽̅̅ ̅、𝐵𝐽̅̅ ̅、𝐶𝐽̅̅ ̅切割成三個三角形 

令 ha 為△ JBC中𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上的高，hb 為△ JAC中𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 邊上的高，hc 為△ JAB中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上的高 

則a ∙ ha + b ∙ hb + c ∙ hc = 2 △ ABC 

∵
𝐴𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ𝑎̅̅ ̅̅
=

𝐵𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ𝑏̅̅ ̅̅
=

𝐶𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

ℎ𝑐
= 𝑘 (對應高成比例) 

∴ ha =
𝐴𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
  hb =

𝐵𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
  hc =

𝐶𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
  

代入a ∙ ha + b ∙ hb + c ∙ hc = 2 △ ABC 

a (
𝐴𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
) + b (

𝐵𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
) + 𝑐 (

𝐶𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘
) = 2 △ ABC 

提出
1

𝑘
，

1

𝑘
(𝑎 ∙ 𝐴𝑃𝐴

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑏 ∙ 𝐵𝑃𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑐 ∙ 𝐶𝑃𝐶

̅̅ ̅̅ ̅) = 2 △ ABC 

k=
𝑎∙𝐴𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ +𝑏∙𝐵𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ +𝑐∙𝐶𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

2△ABC
 

2. 

根據旁心三角形與旁邊三角形的邊長關係 

ka =
𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
，kb =

𝑃𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐶̅̅ ̅̅
，kc =

𝑃𝐴𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
 

a ∙ ka = 𝑃𝐵𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅     ∴ a =

𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘𝑎
 

b ∙ kb = 𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅    ∴ b =

𝑃𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘𝑏
 

c ∙ kc = 𝑃𝐴𝑃𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅     ∴ c =

𝑃𝐴𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑘𝑐
 

k=
𝑃𝐵𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑘𝑎
∙𝐴𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ +

𝑃𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑘𝑏
∙𝐵𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ +

𝑃𝐴𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑘𝑐
∙𝐶𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

2△ABC
 

             =
2△𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶

𝑘𝑎
+

2△𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶
𝑘𝑏

+
2△𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶

𝑘𝑐

2△ABC
=

(△𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶)(
1

𝑘𝑎
+

1

𝑘𝑏
+

1

𝑘𝑐
)

△ABC
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圖 9  

3. 

△ ABC面積= s ∗ r (s =
𝑎+𝑏+𝑐

2
 ， r =內切圓半徑) ，如圖 9 

k = 

(△𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶)(
1

𝑘𝑎
+

1

𝑘𝑏
+

1

𝑘𝑐
)

△ABC
   

由參考資料(二)中，旁心三角形△ 𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶面積𝐴𝑝 = 2𝑅𝑠 

     k =
2𝑠𝑅∙(

1

𝑘𝑎
+

1

𝑘𝑏
+

1

𝑘𝑐
)

𝑟𝑠
=

2𝑅

𝑟
(sin

𝐴

2
+ sin

𝐵

2
+ sin

𝐶

2
) 

∴ k：1 =
2𝑅

𝑟
(sin

𝐴

2
+ sin

𝐵

2
+ sin

𝐶

2
) ：1 

 

四、 原三角形與真心三角形關係之探討 

    由性質 4 得旁心三角形與旁邊三角形對應邊長比為 1：
1

𝑘𝑎
：

1

𝑘𝑏
：

1

𝑘𝑐
，由性質 5 得真心三

角形與旁心三角形邊長比為 1：k，且三個旁邊三角形中邊長 a、b、c 即為原三角形的三邊

長，故將原三角形的三邊分別放大 ka、kb、kc 倍，為旁心三角形三邊長，再縮小 k 倍，即

為真心三角形三邊長。 

結論：若原三角形三邊長為 a、b、c，則真心三角形三邊長為
𝑎∙𝑘𝑎

𝑘
、

𝑏∙𝑘𝑏

𝑘
、

𝑐∙𝑘𝑐

𝑘
 

 

 

肆、研究結果 

已知：△ ABC中，△ XPQ、 △ XRS、 △ XTU為三個 W 三角形，△ JPQ、△ JRS、△ JTU為真心 

三角形，△ BCPA、△ ACPB、△ ABPC為旁邊三角形及旁心△ PAPBPC 

由以上性質 1~5，可得以下結論： 

一、W 三角形為相似三角形 

二、真心三角形必為全等三角形 

三、旁心三角形、旁邊三角形、真心三角形相似 

四、旁心三角形與旁邊三角形的邊長比為 1：sin
𝐴

2
：sin

𝐵

2
：sin

𝐶

2
 

五、旁心三角形與真心三角形的邊長比為
2𝑅

𝑟
(sin

𝐴

2
+ sin

𝐵

2
+ sin

𝐶

2
) ：1 
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伍、討論 

    做完以上研究，我們以真心三角形、旁邊三角形的內心及外心，做出各連線三角形，發

現一些性質，為了方便討論，我們定義出以下名詞。 

一、 名詞定義： 

(一)真內三角形： 

三個真心三角形的內心連線所構成的三角形，稱之為真內三角形，如圖 10 中△ 𝐼1𝐼2𝐼3 

(二)真內切三角形： 

原三角形內切圓與三角形三邊的切點連線所構成的三角形，如圖 11 中△ DEF 

(三)旁內三角形： 

三個旁邊三角形的內心連線所構成的三角形，稱之為旁內三角形，如圖 12 中 △ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 

(五)真外三角形：  

三個真心三角形外心連線所構成的三角形，稱之為真外三角形，如圖 13△ 𝑂1𝑂2𝑂3 

(六)旁外三角形： 

三個旁邊三角形外心連線所構成的三角形，稱之為旁外三角形，如圖 14△ 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 

(七)旁垂三角形： 

三個旁邊三角形垂心連線所構成的三角形，稱之為旁垂三角形，如圖 15△ 𝐻𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 

 

 

 

 

 

 

 

圖 10  圖 11  圖 12  

圖 13  圖 14  圖 15  
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二、 真內三角形、真內切三角形與真心三角形關係 

(一)性質 6：真內三角形全等於真心三角形 

已知：△ 𝐴𝐵𝐶中，△ 𝐽𝑃𝑄、 △ 𝐽𝑅𝑆、 △ 𝐽𝑇𝑈為真心三角形，𝐼1、𝐼2、𝐼3分別為其內心 

△ 𝐼1𝐼2𝐼3為真內三角形 

求證：真內三角形與真心三角形全等，即△ 𝐼1𝐼2𝐼3 ≅ △ 𝐽𝑃𝑄 ≅ △ 𝐽𝑅𝑆 ≅△ 𝐽𝑇𝑈 

證明： 

1. 

令真心△ 𝐽𝑃𝑄中，∠𝐽𝑃𝑄、∠Q𝐽𝑃、∠𝑃𝑄𝐽角度分別為2a°、2b°、2c° 

∵ 𝐼1、𝐼2、𝐼3為三個真心三角形內心 

∴內心到頂點之連線為三角的角平分線 

又 2a + 2b + 2c = 180°，a + b + c = 90° 

故 ∠𝑄𝐼1𝐽 =180° − c° − b° = 90° + a° 

同理可得∠𝑄𝐼1𝑃 = 90° + b°，∠𝑃𝐼1𝐽 = 90° + c° 

∠𝑃𝐽𝑈 = ∠𝑆𝐽𝑅(對頂角) 

= ∠𝑃𝑄𝐽(對應角) 

= 2c° 

2. 

連接𝐼1𝐽̅̅̅̅ 、𝐼2𝐽̅̅̅̅ 、𝐼3𝐽̅̅̅̅  

∵ 𝐼1𝐽̅̅̅̅ =  𝐼1𝐽̅̅̅̅  (共用邊) 

𝐽𝐼3̅̅̅̅ =  𝐼1𝑃̅̅ ̅̅  (真心三角形全等) 

且 ∠𝐼1𝐽𝐼3 = (𝑎 + 𝑏 + 2𝑐)° = 90° + 𝑐° =  ∠𝑃𝐼1𝐽 

∴  △ 𝐼1𝐽𝐼3 ≅ △ 𝑃𝐼1𝐽 (SAS 全等)，得𝐽𝑃̅̅ ̅ =  𝐼3𝐼1̅̅ ̅̅ ̅(對應邊) 

同理可證  △ 𝐼2𝐽𝐼3 ≅△ 𝑇𝐼3𝐽 ≅△ 𝑄𝐼1𝑃，得𝑃𝑄̅̅ ̅̅ =  𝐼2𝐼3̅̅ ̅̅ ̅ 

          △ 𝐼1𝐽𝐼2 ≅△ 𝑄𝐼1𝐽 ≅ △ 𝐽𝐼1𝑄，得𝐽𝑄̅̅ ̅ =  𝐼1𝐼2̅̅ ̅̅ ̅ 

故△ 𝐽𝑃𝑄~△ 𝐼1𝐼2𝐼3(𝑆𝑆𝑆全等) 

又因為三個真心三角形全等 

所以真心三角形 ≅ 真內三角形 
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(二)性質 7：真內三角形內心即為真心 

已知：△ 𝐴𝐵𝐶中，△ 𝐽𝑃𝑄、 △ 𝐽𝑅𝑆、 △ 𝐽𝑇𝑈為真心三角形，𝐼1、𝐼2、𝐼3分別為其內心 

△ 𝐼1𝐼2𝐼3為真內三角形 

求證：真內三角形內心即為真心 

證明： 

令真心△ 𝐽𝑃𝑄中，∠𝐽𝑃𝑄、∠Q𝐽𝑃、∠𝑃𝑄𝐽角度分別為2a°、2b°、2c° 

由性質 6 的證明可知， 

△ 𝐼1𝐽𝐼3 ≅ △ 𝑃𝐼1𝐽、 △ 𝐼2𝐽𝐼3 ≅△ 𝑄𝐼1𝑃、 △ 𝐼1𝐽𝐼2 ≅ △ 𝐽𝐼1𝑄 

又因全等三角形的對應角相等，得：  

∠𝐽𝐼1𝐼2 = 𝑏°，  ∠𝐽𝐼1𝐼3 = 𝑏° ，  ∠𝐽𝐼3𝐼1 = 𝑎° 

∠𝐽𝐼3𝐼2 = 𝑎°，∠𝐽𝐼2𝐼1 = 𝑐° ， ∠𝐽𝐼2𝐼3 = 𝑐°    

所以 𝐼1𝐽̅̅̅̅ 、  𝐼2𝐽̅̅̅̅ , 、𝐼3𝐽̅̅̅̅  分別為△ 𝐼1𝐼2𝐼3中 ∠𝐼1、∠𝐼2、∠𝐼3 的角平分線 

所以真內三角形內心為原三角形真心 

(三)性質 8：真內切三角形相似於真心三角形 

已知：△ 𝐴𝐵𝐶中，△ 𝐽𝑃𝑄、 △ 𝐽𝑅𝑆、 △ 𝐽𝑇𝑈為真心三角形，△ 𝐷𝐸𝐹為真內切三角形 

求證：真內切三角形相似於真心三角形 

      即△ 𝐷𝐸𝐹 ∼ △ 𝐽𝑃𝑄 ≅ △ 𝐽𝑅𝑆 ≅△ 𝐽𝑇𝑈 

證明： 

1. 

D、E、F 為原三角形內切圓與三角形三邊的切點 

故∠𝐼𝐷𝐵 = 90°、∠𝐼𝐸𝐵 = 90° 

∴ I、E、B、D 四點共圓(對角互補) 

設 ∠𝐴𝐵𝐶 = 2a°，則 ∠𝐷𝐼𝐸 = 180° − 2a°(對角互補) 

2. 

∵  𝐼𝐷̅̅ ̅̅  = 𝐼𝐸̅̅ ̅̅   ∴ △ 𝐷𝐼𝐸為等腰三角形 

∴ ∠𝐼𝐷𝐸 = ∠𝐼𝐸𝐷 = a° 

又∠𝐼𝐷𝐵 = 90°、∠𝐼𝐸𝐵 = 90° 

∴ ∠𝐷𝐸𝐵 = ∠𝐸𝐷𝐵 = 90° − a° 

3. 

△ 𝐵𝑆𝑃為等腰三角形 

∴ ∠𝐵𝑆𝑃 = ∠𝐵𝑃𝑆 = 90° − a° 
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4. 

由 2.3.可知 

∠𝐵𝑆𝑃 = ∠𝐵𝑃𝑆 = ∠𝐷𝐸𝐵 = ∠𝐸𝐷𝐵 = 90 − a 

∴  𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ̅ //  𝑃𝑆̅̅ ̅̅ (同位角相等) 

同理可證 𝐹𝐸̅̅̅̅̅ //  𝑈𝑅̅̅ ̅̅ ̅， 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ̅ //  𝑄𝑇̅̅ ̅̅̅ 

令P"為 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ̅、 𝑃𝑆̅̅ ̅̅ 之交點，Q"為 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ̅、 𝑄𝑇̅̅ ̅̅̅之交點 

則 DP"JQ"為平行四邊形(兩對邊平行) 

∴ ∠𝑄"𝐽𝑃" = ∠𝑄"DP" ，同理可得其餘兩角 

故真內切三角形與真心三角形相似(AA) 

 

三、 原三角形與真心三角形的共圓關係 

(一)性質 9：真心、兩個真心三角形內心、兩個真心三角形頂點五點共圓 

           (如圖 J、𝐼1、Q、R、𝐼2五點共圓) 

已知：△ ABC 中， △ PQJ、 △ RSJ、 △ TUJ 為真心三角形，𝐼1、𝐼2、𝐼3為真心三角形內心 

求證：真心、兩個真心三角形內心、兩個真心三角形頂點五點共圓 

 即 J、𝐼1、Q、R、𝐼2五點共圓 

證明：  

1. 

 △ 𝑃𝑄𝐽和△ 𝑆𝑅𝐽為真心三角形，且𝑄𝐽̅̅ ̅=𝐽𝑅̅̅ ̅(對應邊等長) 

令∠PQJ = ∠RJS = 2c° 

  ∠PJQ = ∠JRS = 2b°(對應角相等)  

𝑄𝐼1̅̅ ̅̅̅為∠PQJ的角平分線 

∴ ∠𝐼1QJ = ∠𝐼2JR = ∠PQ𝐼1 = ∠SJ𝐼2 = c° 

∵ 𝑄𝐽̅̅ ̅=𝐽𝑅̅̅ ̅   

令∠JQR = ∠JRQ = a° 

則∠QJR = 180° − 2a° 

2. 

∵ ∠PJQ + ∠QJR + ∠RJS = 180° 

2b° + (180 − 2a)° + 2c° = 180°，2b + 2c − 2a = 0，b + c = a 

∠QJ𝐼2 + ∠QR𝐼2 = (180 − 2a + c)° + (a + b)° = 180° − a° + a° = 180° 

故J、Q、R、𝐼2四點共圓，同理可證J、R、Q、𝐼1四點共圓 
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故J、𝐼1、𝑄、𝑅、𝐼2五點共圓 

同理可得J、𝐼2、𝑆、𝑇、𝐼3五點共圓 

        J、𝐼3、𝑈、𝑃、𝐼1五點共圓 

 

(二) 名詞定義：真 W 三角形 

    由以上討論，發現性質 9 中三個五點共圓圓心 

連線之三角形有一些性質，為方便討論稱之為真 W 

三角形，如圖中△ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶  

 

(三)性質 10：真 W 三角形頂點、兩個真心三角形頂點、原三角形頂點四點共圓 

            (如圖Q、B、R、𝑊𝐵四點共圓) 

已知：△ ABC 中， △ PQJ、 △ RSJ、 △ TUJ 為真心三角形， 

      𝑊𝐴、𝑊𝐵、𝑊𝐶為性質 9 中三個五點共圓圓心 

求證：五點共圓圓心、兩個真心三角形頂點、原三角形頂點四點共圓 

證明： 

1. 

∵ 𝑄𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐽𝑊𝐵

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑊𝐵為五點共圓圓心)  

令∠𝑊𝐵𝐽𝑄 = ∠𝑊𝐵𝑄𝐽 =a°，∠𝑊𝐵𝐽𝑅 = ∠𝑊𝐵𝑅𝐽 =b° 

△ 𝑃𝑄𝐽和△ 𝑅𝑆𝐽為真心三角形，且𝑄𝐽̅̅ ̅=𝑅𝐽̅̅ ̅(對應邊等長) 

令∠PQJ = ∠RJS =c°，∠PQJ = ∠SRJ =d° (對應角相等)    

  ∠PJQ + ∠𝑄𝐽𝑊𝐵 + ∠𝑊𝐵𝐽𝑅 + ∠RJS = 180°(平角) 

則(d + a + b + c)° = 180° 

2. 

∠𝑊𝐵𝑅𝐵 = 180° − b° − d° ，∠𝑊𝐵𝑄𝐵 = 180° − a° − c°  

∠𝑊𝐵𝑅𝐵 + ∠𝑊𝐵𝑄𝐵 = (180 − b − d)° + (180 − a − c)° 

                                  = 360° − (d + a + b + c)° = 180 

故Q、B、R、𝐽四點共圓 

同理可證S、C、T、𝐽和U、A、B、𝐽四點共圓 
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四、 真 W 三角形與各三角形關係之探討 

(一)性質 11：真 W 三角形兩頂點和真心三角形三個頂點，五點共圓 

已知：原△ ABC 中，𝑊𝐴、𝑊𝐵、𝑊𝐶為真 W 三角形三個頂點 

      △ PQJ、 △ RSJ、 △ TUJ 為真心三角形，𝐼1、𝐼2、𝐼3分別為真心三角形之內心 

求證：真 W 三角形兩頂點和真心三角形三個頂點，五點共圓 

證明： 

由性質 2 真心三角形必全等，即 △ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU，其對應邊、對應角必相等 

由性質 9，其五點共圓，半徑等長 

令∠QPJ = ∠UJT = 2a° 

∵ 𝐼3𝐽̅̅̅̅ 為∠UJT 的角平分線，∴ ∠𝐼3JT = a° 

∵ 𝐽𝑄̅̅ ̅ = 𝐽𝑅̅̅ ̅(性質 2) 

 𝑊𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊𝐵𝑅̅̅ ̅̅ ̅̅ (性質 9) 

所以𝑊𝐵在𝑄𝑅̅̅ ̅̅ 的中垂線上 

又∠QJR = ∠UJT = 2a°(對頂角相等)，∴ ∠QJ𝑊𝐵 = a° 

∵ 𝑊𝐵𝐽̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑊𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅  (性質 9) 

∴ ∠QJ𝑊𝐵 = ∠JQ𝑊𝐵 = a°，∠Q𝑊𝐵𝐽 = 180 − 2𝑎° 

∠QPJ + ∠Q𝑊𝐵𝐽 = 2𝑎 + 180 − 2𝑎 = 180° 

故 P、Q、𝑊𝐵、J 四點共圓 

同理可證 P、Q、𝑊𝐴、J 四點共圓 

故 P、Q、𝑊𝐴、J、𝑊𝐵五點共圓 

同理可證 R、S、𝑊𝐶、J、𝑊𝐵五點共圓，T、U、𝑊𝐶、J、𝑊𝐴五點共圓 

(二)性質 12：真 W 三角形全等於真外三角形 

已知：原△ ABC 中， △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶為真 W 三角形， △ 𝑂1𝑂2𝑂3為真外三角形 

 求證：真 W 三角形全等於真外三角形，△ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 ≅△ 𝑂1𝑂2𝑂3 

 證明： 

∵ 𝑊𝐵𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑊𝐶𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(性質 11，真心三角形外接圓半徑) 

∵ 𝑊𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊𝐵𝐽̅̅ ̅̅ ̅(性質 9，五點共圓半徑)，且圓心必在弦的中垂線上 

故𝑊𝐵𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為𝑄𝐽̅̅ ̅中垂線 ；𝑊𝐶𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為𝑇𝐽̅̅ ̅中垂線， ∴ 𝑊𝐵𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑄𝑇̅̅ ̅̅ ；𝑊𝐶𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑄𝑇̅̅ ̅̅  

𝑂1𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝑂3𝑊𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且𝑂1𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂3𝑊𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故𝑂1𝑂3𝑊𝐵𝑊𝐶為平行四邊形(對邊平行且等長) 
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因此𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

同理可證𝑊𝐴𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且𝑊𝐴𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

𝑊𝐴𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且𝑊𝐴𝑊𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故△ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 ≅△ 𝑂1𝑂2𝑂3(𝑆𝑆𝑆相似) 

(三)性質 13：真 W 三角形垂心為真心 

已知：原△ ABC 中， △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶為真 W 三角形，J 為真心 

 求證：真 W 三角形垂心為真心 

 證明： 

𝑊𝐴𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑊𝐴𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(性質 9，五點共圓半徑) 

𝐽𝑂1
̅̅ ̅̅̅ = 𝐽𝑂3

̅̅ ̅̅̅(真心三角形外接圓半徑)  

故四邊形𝑊𝐴𝑂1𝐽𝑂3為箏形 

∴ 𝑊𝐴𝐽̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

又𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂1𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故𝑊𝐴𝐽 ⃡      ⊥ 𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

同理可證𝑊𝐵𝐽 ⃡      ⊥ 𝑊𝐴𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝑊𝐶𝐽 ⃡      ⊥ 𝑊𝐴𝑊𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

故真 W 三角形垂心為真心 

(四)性質 14：真內三角形頂點與真 W 三角形頂點，六點共圓 

已知：△ ABC 中， △ I1I2I3為真內三角形， △ WAWBWC為真 W 三角形 

求證：真內三角形頂點與真 W 三角形頂點，六點共圓 

證明： 

1. 

令原△ ABC的三個角，∠A = 2a°，∠B = 2b°，∠C = 2c° 

𝐼1為△ 𝑃𝑄𝐽的內心，𝐼1𝑃̅̅ ̅̅ 為∠𝑄𝑃𝐽的角平分線 

∠𝑄𝑃𝐽 = (a + c)°，∠𝐼1𝑃𝐽 = (
𝑎 + 𝑐

2
)° 

∵ ∠𝐼1𝑃𝐽和∠𝐼1𝑊𝐴𝐽共弧  ∴ ∠𝐼1𝑊𝐴𝐽 = (a + c)° 

 𝐼3為△ 𝑇𝑈𝐽的內心，𝐼3𝑈̅̅̅̅̅為∠𝑇𝑈𝐽的角平分線 

∠𝑇𝑈𝐽 = (a + b)°，∠𝐼3𝑈𝐽 = (
𝑎 + 𝑏

2
)° 

∵ ∠𝐼3𝑈𝐽和∠𝐼3𝑊𝐴𝐽共弧 ∴ ∠𝐼3𝑊𝐴𝐽 = (a + b)° 
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2.  

已知△ 𝐼1𝐼2𝐼3相似於△ 𝑃𝑄𝐽，且△ 𝑃𝑄𝐽全等於△ 𝑇𝑈𝐽(真心三角形) 

∠𝐼1𝐼2𝐼3的對應角為∠𝑃𝑄𝐽，該角為(a + b)° 

∠𝐼1𝑊𝐴𝐽 = (a + c)°，∠𝐼3𝑊𝐴𝐽 = (b + c)° 

2a + 2b + 2c = 180° (三角形內角和)  

∠𝐼1𝑊𝐴𝐼3+∠𝐼1𝐼2𝐼3 = (a + b)° + (a + c)° + (b + c)° = 180° 

故𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝑊𝐴四點共圓 

同理可證𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝑊𝐵和𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝑊𝐶為四點共圓 

故𝐼1、𝐼2、𝐼3、𝑊𝐴、𝑊𝐵、𝑊𝐶為六點共圓 

(五)性質 15：旁內三角形相似於真 W 三角形 

已知：原△ ABC 中， △ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶為旁內三角形 

      △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶為真 W 三角形 

求證：旁內三角形相似於真 W 三角形，△ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶~ △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 

證明： 

1. 

令原△ ABC的三個角，∠A = 2a°，∠B = 2b°，∠C = 2c° 

根據參考文獻資料四，延長𝐼𝐵𝐼𝐶̅̅ ̅̅ ̅，交𝑃𝐴𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐴𝑃𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑆1、𝑆2，得等腰 △ 𝑆1𝑆2𝑃𝐴 

延長𝐼𝐴𝐼𝐵̅̅ ̅̅ ̅，交𝑃𝐵𝑃𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑆3 

可知∠𝑃𝐴𝑆1𝑆2 = ∠𝑃𝐴𝑆2𝑆1 = (
180 − 𝑏 − 𝑐

2
)° = 90° − (

𝑏 + 𝑐

2
)° 

則∠𝐼𝐶𝑆1𝑃𝐶 = 180° − (90 −
𝑏+𝑐

2
) ° = 90° + (

𝑏+𝑐

2
)° 

同理可得∠𝑃𝐶𝑆3𝐼𝐶 = 90° + (
𝑎+𝑐

2
)° 

四邊形𝐼𝐶𝑆1𝑃𝐶𝑆3中，∠𝑆3𝐼𝐶𝑆1 = 360° − (90 +
𝑎+𝑐

2
) ° − (90 +

𝑏+𝑐

2
) ° − (𝑎 + 𝑏)° 

= 180° − (
3𝑎 + 3𝑏 + 2𝑐

2
)° 

又∠𝑆3𝐼𝐶𝑆1 = ∠𝐼𝐵𝐼𝐶𝐼𝐴 = 180° − (
3𝑎+3𝑏+2𝑐

2
)° 

同理可得∠𝐼𝐶𝐼𝐵𝐼𝐴 = 180° − (
3𝑎+3𝑐+2𝑏

2
)°，∠𝐼𝐵𝐼𝐴𝐼𝐶 = 180° − (

3𝑏+3𝑐+2𝑎

2
)° 
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2. 

𝐼1𝑊𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐼3𝑊𝐴

̅̅ ̅̅ ̅̅  (性質 9 五點共圓半徑) 

又 𝐼1𝐼̅̅̅̅  = 𝐼𝑊𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐼3𝐼̅̅̅̅  (六點共圓半徑) 

所以△ 𝐼1𝐼𝑊𝐴 ≅ △ 𝐼3𝐼𝑊𝐴 (SSS) 

同理可證△ 𝐼1𝐼𝑊𝐵 ≅ △ 𝐼2𝐼𝑊𝐵、 △ 𝐼2𝐼𝑊𝐶 ≅ △ 𝐼3𝐼𝑊𝐶 
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令∠𝐼1𝐼𝑊𝐴 = ∠𝐼3𝐼𝑊𝐴 = 𝑋°，∠𝐼1𝐼𝑊𝐵 = ∠𝐼2𝐼𝑊𝐵 = 𝑂°，∠𝐼2𝐼𝑊𝐶 = ∠𝐼3𝐼𝑊𝐶 =△ ° 

延長𝑊𝐴𝐼̅̅ ̅̅ ̅，交圓於點 S 

∠𝐼1𝑊𝐴𝑊𝐵 = (
𝑂

2
)°(圓周角) 

∠S𝑊𝐵𝑊𝐶 = (
180−∠𝑊𝐴𝐼𝑊𝐶

2
)° = (

180−(𝑋+△)

2
)° ，又O + X +△= 180° 

∴ ∠S𝑊𝐵𝑊𝐶 = (
𝑂

2
)° 

∴ ∠𝐼1𝑊𝐴𝑊𝐵 = ∠S𝑊𝐵𝑊𝐶 = (
𝑂

2
)° 

又∠𝐼1𝑊𝐴𝐼 = ∠I𝑊𝐴𝐼3(△ 𝐼1𝐼𝑊𝐴 ≅ △ 𝐼3𝐼𝑊𝐴) 

∴ ∠𝑊𝐵𝑊𝐴𝐼 = ∠𝑊𝐶𝑊𝐴𝐼3 

由性質 14 中可知，∠𝐼1𝑊𝐴𝐼3 = (a + b)° + (a + c)° = (2𝑎 + 𝑏 + 𝑐)° 

∴ ∠𝑊𝐵𝑊𝐴𝑊𝐶 = (
2𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
)° 

同理可證∠𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 = (
2𝑏+𝑎+𝑐

2
)°，∠𝑊𝐴𝑊𝐶𝑊𝐵 = (

2𝑐+𝑎+𝑐

2
)° 

 

3. 

又2a + 2b + 2c = 180° 

∠𝐼𝐵𝐼𝐶𝐼𝐴 = 180° − (
3𝑎 + 3𝑏 + 2𝑐

2
)° 

= (
4𝑎 + 4𝑏 + 4𝑐

2
)° − (

3𝑎 + 3𝑏 + 2𝑐

2
)° = (

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐

2
)° 

同理可得∠𝐼𝐶𝐼𝐵𝐼𝐴 = (
𝑎+2𝑏+𝑐

2
)°，∠𝐼𝐵𝐼𝐴𝐼𝐶 = (

2𝑎+𝑏+𝑐

2
)° 

故△ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶~ △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶(𝐴𝐴) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



19 

 

五、 原三角形、旁心三角形、真內三角形、真 W 三角形關係之探討 

(一)性質 16：原三角形內切圓與三邊切點＝真心三角形三內切圓與三邊切點 

已知：原△ ABC 中，I1、I2、I3為三個真內三角形內心，D、E、F 為原三角形內接圓與三邊 

之交點，T1、T2、T3為真心三角形內接圓與原三角形邊長之交點 

求證：原三角形內切圓與三邊切點與真心三角形三內切圓與三邊切點共點   

證明： 

1. 

因為真心三角形全等 

所以 𝐼1𝑇1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐼3𝑇3

̅̅ ̅̅ ̅ ( 真心三角形內切圓半徑)，且 𝐼1𝐼3 ̅̅ ̅̅ ̅ // 𝑇1𝑇3
̅̅ ̅̅ ̅̅   

故四邊形 𝑇1𝑇3𝐼3𝐼1 為等腰梯形 

將 𝐼1𝑇1
̅̅ ̅̅ ̅ 、𝐼3𝑇3

̅̅ ̅̅ ̅ 延長交於 P 

因為∠𝑃𝐼3𝐼1 = ∠𝑃𝑇3𝑇1 、 ∠𝑃𝐼1𝐼3 = ∠𝑃𝑇1𝑇3 (同位角相等) 

且∠𝑃𝑇3𝑇1 = ∠𝑃𝑇1𝑇3(等腰梯形兩底角) 

∴ ∠𝑃𝐼3𝐼1 = ∠𝑃𝐼1𝐼3， △ 𝐼1𝐼3𝑃 為等腰三角形 

所以 𝐼1𝑃̅̅ ̅̅  = 𝐼3𝑃̅̅ ̅̅  ，又 𝐼1𝑇1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐼3𝑇3

̅̅ ̅̅ ̅   

故 △ 𝑇1𝑇3𝑃 為等腰三角形 

∴ 𝑃 在 𝐼1𝐼3̅̅ ̅̅ ̅ 、𝑇1𝑇3
̅̅ ̅̅ ̅̅  中垂線上 

另外三邊同理，則 𝑃 為△ 𝑇1𝑇2𝑇3 、 △ 𝐼1𝐼2𝐼3 之外心 

所以 𝑃、𝐼1、𝑇1 共線、𝑃、𝐼2、𝑇2 共線、𝑃、𝐼3、𝑇3 共線 

2. 

又𝑃 為 △ 𝐼1𝐼2𝐼3 之外心，所以𝑃𝑇1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝑇2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝑇3
̅̅ ̅̅ ̅ 

且𝑃𝑇1
̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑇2

̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑇3
̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

根據角平分線性質，P 在∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的角平分線上 

因此 P 與原三角形之內心 I 共點 

故原△內切圓與三邊切點 D、E、F＝真心△三內切圓與三邊切點T1、T2、T3 
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(二)性質 17：原三角形內心、旁心三角形垂心、真內三角形外心、真內切三角形外心、 

真 W 三角形外心共點  

已知：原 △ ABC中，I 為內心，𝑃𝐻為旁心 △ PAPBPC的垂心，O′為真內 △ I1I2I3的外心 

，WO為真 W △ WAWBWC的外心 

求證：原三角形內心、旁心三角形垂心、真內三角形外心、真內切三角形外心、真 W 三角

形外心共點，即證明I、𝑃𝐻、𝑂′、𝑊𝑂共點 

證明： 

1. 

原三角形內心為內角角平分線之交點 

旁心為兩外角平分線及一內角平分線的交點 

∠𝑃𝐶𝐶𝑃𝐵 = ∠𝑃𝐶𝐶𝑃𝐴 = 90° 

∠𝑃𝐴𝐴𝑃𝐵 = ∠𝑃𝐴𝐴𝑃𝐶 = 90° 

∠𝑃𝐵𝐵𝑃𝐶 = ∠𝑃𝐵𝐵𝑃𝐴 = 90° 

 𝑃𝐴𝐴̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅為原三角形角平分線、旁心三角形垂線 

故原三角形內心與旁心三角形垂心共點 

2. 

由性質 16 可知，原三角形內心、真內三角形外心、真內切三角形外心共點 

3. 

又性質 15 真內三角形頂點、真 W 三角形頂點六點共圓 

故真內三角形外心與真 W 三角形外心共點 

故原三角形內心、旁心三角形垂心、真內三角形外心、真 W 三角形外心共點 

 

六、 真心、真外三角形關係 

(一)性質 18：真外三角形外心為真心 

已知：△ ABC，J 為真心，𝑂1、𝑂2、𝑂3分別為三個真心三角形的外心 

求證：真外三角形外心為真心 

證明： 

因為三真心三角形全等 

所以其外接圓半徑相同，即 𝑂1𝐽̅̅ ̅̅̅ 、𝑂2𝐽̅̅ ̅̅̅ 、𝑂3𝐽̅̅ ̅̅̅ 等長 

故 J 為真外三角形外心 
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七、 真心三角形、原三角形與旁外三角形關係 

 (一)性質 19：旁外三角形相似於真心三角形 

      根據參考資料(三)可知，旁外三角形相似於旁心三角形，又由性質 3 旁心三角形相

似於真心三角形，故旁外三角形相似於真心三角形。 

(二)性質 20：原△三頂點與旁外△三頂點，六點共圓 

已知：△ ABC，𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶為旁心，𝑂𝐴、𝑂𝐵、𝑂𝐶分別為三個旁邊三角形的外心 

求證：原△三頂點與旁外△三頂點，六點共圓 

證明： 

1. 

△ ABC 中，∠A = 2a°、∠B = 2b°、∠C = 2c°  

𝑂𝐶為△AB𝑃𝐶的外心 

∠A𝑂𝐶𝐵 = 2∠A𝑃𝐶𝐵(共弧) 

2. 

∠A𝑃𝐶𝐵 = (𝑎 + 𝑏)°，∠A𝑂𝐶𝐵 = 2(𝑎 + 𝑏)°  

又∠C = 2c°，且2a + 2b + 2c = 180° 

∴ ∠A𝑂𝐶𝐵 + ∠C = 2(𝑎 + 𝑏)° + 2𝑐° = 180° 

故A、C、B、𝑂𝐶四點共圓 

同理可證A、B、C、𝑂𝐵和B、A、C、𝑂𝐴四點共圓 

故原△三頂點A、B、C與旁外△三頂點𝑂𝐴、𝑂𝐵、𝑂𝐶，六點共圓 

 

(三)性質 21：原△外心、旁外△外心共點 

   因原△三頂點與旁外△三頂點六點共圓 

  故原△外心、旁外△外心共點 

 

八、旁垂三角形與原三角形關係 

(一)性質 22：旁垂三角形全等於原三角形 

  根據參考資料(三)可知，旁垂三角形全等於原三角形 
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九、 各圓心與真心的共線性質 

(一)性質 23：四點共圓圓心、真 W 三角形頂點、真心、真心三角形內心，四點共線 

已知：原 △ ABC 中，𝑊𝑜1、𝑊𝑜2、𝑊𝑜3為四點共圓圓心，𝑊𝐴、𝑊𝐵、𝑊𝐶真心三角形頂點 

       𝐼1、𝐼2、𝐼3為真內三角形內心，J 為真心 

求證：四點共圓圓心、五點共圓圓心、真心、真心三角形內心，四點共線 

證明：  

由性質 12 可知，真心 J 為△ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶的垂心 

∴ 𝑊𝐴𝐽 ⃡      ⊥ 𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

又𝑊𝐵𝐼2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑊𝐵𝐽̅̅ ̅̅ ̅；𝑊𝐶𝐼2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊𝐶𝐽̅̅ ̅̅ ̅ 

所以四邊形𝑊𝐶𝐽𝑊𝐵𝐼2為箏形 

∴ 𝐽𝐼2̅̅̅̅ ⊥ 𝑊𝐵𝑊𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (箏形兩對角線呈直角) 

∴ 𝑊𝐴、𝐽、𝐼2三點共線 

由性質 11 中，∠𝑊𝐴𝐽𝑃 = ∠𝑊𝐴𝐽𝑈 

又𝑊𝑜1在𝑃𝑈̅̅ ̅̅ 的中垂線上 

故𝑊𝑜1、𝑊𝐴、𝐽、𝐼2四點共線 

同理可證𝑊𝑜2、𝑊𝐵、𝐽、𝐼3四點共線，𝑊𝑜3、𝑊𝐶、𝐽、𝐼1四點共線 
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十、 真心作圖法之探討 

   知道原三角形、旁邊三角形、旁心三角形與真心三角形的邊長比例關係後，我們想

知道如何以尺規作圖找出任意三角形中真心的位置。 

 

(一)真心作圖法之發想 

    由性質 3 可知真心△ SRJ與旁邊△ BC𝑃𝐴相似，因此我們利用這個關係，將旁邊 

△ BC𝑃𝐴看成真心 △ SRJ 的旋轉放大，將原△ ABC依照同比例旋轉放大為△ A′B′C′，此時旁邊△

BC𝑃𝐴即為放大△ A′B′C′之真心三角形，且旁心𝑃𝐴為放大△ A′B′C′之真心，令其縮放中心為 H。 
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(二)真心作圖法步驟 

關鍵步驟一：找出放大三角形對應點 Q、T 之 Y、Z 

已知真心三角形全等，故對應邊長等長，又𝑄𝑇̅̅ ̅̅ 垂直∠A角平分線，因此利用此概念，

分別以 B、C 到旁心𝑃𝐴的距離為半徑畫圓，取兩圓與過𝑃𝐴垂直∠A角平分線之線段的交點，

即為所求 Y、Z。 

步驟 1.任意三角形△ ABC，取∠A對應旁心𝑃𝐴 步驟 2.作∠A的角平分線 

  

步驟 3.作過旁心𝑃𝐴的∠A角平分線垂線 

步驟 4.以旁心𝑃𝐴為原心，分別以三角形兩個

頂點 B、C 到旁心𝑃𝐴的距離為半徑畫兩個圓 

取兩圓與步驟 3 垂線的交點 Y、Z 
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關鍵步驟二：找到縮放中心 

縮放中心為兩三角形各對應點連線之交點，作原三角形兩邊長𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，過 Y、Z 兩

焦點的平行線，取兩平行線的交點A′，連接A、A′；B、B′；C、C′，其交點即為縮放中心。 

步驟 5.作原三角形兩邊長𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，過 Y、Z

兩焦點的平行線，取兩平行線的交點A′ 

步驟 6.取𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅與原三角形邊長𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的交點 H，

即為原三角形與放大三角形的旋轉中心 

 
 

 

關鍵步驟三：利用縮放中心找出真心 

作𝑍𝐻 ⃡    、𝑌𝐻 ⃡    與原三形邊長的交點即為對應之 Q、T，再作𝑃𝐴與 H 的連線，與𝑄𝑇̅̅ ̅̅ 的交點即

為所求 J。 

步驟 7.作直線𝑍𝐻 ⃡    、𝑌𝐻 ⃡    ，分別取其與原三 

形邊長𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的交點 Q、T 

步驟 8.作旁心𝑃𝐴與 H 的連線，與𝑄𝑇̅̅ ̅̅ 的交點 

即為所求 J 
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陸、結論 

根據以上討論，我們得出以下結論： 

已知：原△ ABC，旁心 △ 𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶，旁邊 △ BC𝑃𝐴、 △ AC𝑃𝐵、 △ AB𝑃𝐶 

 真心 △ PQJ、 △ RSJ、 △ TUJ 

 真內△ 𝐼1𝐼2𝐼3，真內切△ DEF，真外△ 𝑂1𝑂2𝑂3 

 旁內△ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶，旁外△ 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶，旁垂 △ 𝐻𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 

 真W △ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 

一、相似性質 

(一)旁邊三角形~旁心三角形~真心三角形≅真內三角形~真內切三角形~旁外三角形 

    即△ BC𝑃𝐴~ △ AC𝑃𝐵~ △ AB𝑃𝐶  ~ △ 𝑃𝐴𝑃𝐵𝑃𝐶  ~ △ JPQ ≅△ JRS ≅△ JTU ≅△ 𝐼1𝐼2𝐼3 

∼△ DEF ∼△ 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 (性質 3、6、8、19) 

(二)旁內三角形~真 W 三角形≅真外三角形 ，即△ 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 ∼△ 𝑊𝐴𝑊𝐵𝑊𝐶 ≅△ 𝑂1𝑂2𝑂3 

(性質 13、15) 

    

  

      

 

 

 

 

 

 

 

 

(三)旁垂三角形≅原三角形，即△ ABC ≅△ 𝐻𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 (性質 22) 
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二、共圓性質 

(一)真心、真心三角形內心*2、真心三角形頂點*2，五點共圓 (性質 9)  

(二)真 W 三角形頂點、真心三角形頂點*2、圓三角形頂點，四點共圓 (性質 10) 

  

  

 (三)真 W 三角形兩頂點和真心三角形三個頂點，五點共圓(性質 11) 

(四)真內三角形頂點、真 W 三角形頂點，六點共圓 (性質 14) 

(五)原三角形頂點、旁外三角形頂點，六點共圓 (性質 20) 

 

 

 

 

 

 

三、共點性質 

(一)真心=真內三角形內心=真 W 三角形垂心=真外三角形外心 (性質 7、12、18) 
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(二)原三角形內心=旁心三角形垂心=真內三角形外心=真內切三角形外心= 

真 W 三角形外心 (性質 17) 

 

 

 

 

 

 

 

(三)原三角形外心=旁外三角形外心 (性質 21) 

 

 

 

 

 

 

 

(四)原三角形內切圓與三邊切點與真心三角形三內切圓與三邊切點共點(性質 16) 

 

 

 

 

 

四、共線性質 

(一) 四點共圓圓心、真 W 三角形頂點、真心、真心三角形內心，四點共線 

    且三線交於真心 (性質 23)  
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我們將以上四個性質整理重點如下圖： 
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