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摘要 

一、 碎形幾何美妙圖形的意涵(吸子與邊界的美妙)，這是複數平面上點座標代表的複數當

初始值以牛頓法疉代是否收斂至某一解的程度細分來繪製的美麗圖案。 

這是因為找的到複數係數 5 次方程式的解，才得以製造出的自然界的圖。 

𝒇(𝒛) = (𝟑 + 𝟓𝒊)𝒛𝟓 + 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛 + 𝟐 + 𝟑𝒊 = 𝟎 

                 √−𝟏 = 𝒊，𝒊𝟐 = −𝟏、𝒊𝟑 = −𝒊、𝒊𝟒 = 𝟏 

五個解為  0.8331116219404011+0.6396223505449039 𝒊 

               -0.2877009817976426+0.8123887629024689 𝒊 

               -0.2912803627468869+0.8098070442704988 𝒊 

               -0.22582487940411794-0.8725283299994171 𝒊 

  0.5906331234527766-0.5832935165952742 𝒊 

      運用牛頓法在二維平面(視為複數平面)上逐點當初始值經由迭代產生收斂至某一解或 

      發散的程度(快慢)繪圖的效果畫面。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 思考任何複係數 n 次方程式必先完成求解才得以牛頓法配合繪圖軟體畫出難以想像及

很期待的深奧圖像。若𝐟(𝐳) = 𝟎，𝐟(𝐳) = 𝐚𝒏𝒛𝒏 + 𝐚𝒏−𝟏𝒛𝒏−𝟏 + ⋯ ⋯ + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎，其中𝐚𝒋 ∈

ℂ、𝐣 = 𝟎、𝟏、⋯、𝐧，其求解可知是困難的。 

三、 以國中數學教師的教育內容擴展加深加廣的延伸，尋找一種求解理論方法，任何複係

數 n 次方程式，都可以此發明來求解，則以上之藝術碎形美圖就可以容易完成。 

四、 事實上這是非線性方程式求解課題，本議題必先以類線性方式找尋最接近的解初值，
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只要第一個解找到，則可以逐一完成其他各解。 

五、 接著逐步的研究和探討，發現到全面性的一次完成所有解的方法。接著才有意想不到

的震撼藝術殿堂之視覺享受。 

 

 

壹、 研究動機 

一、 以一個三次方程式 

𝐟(𝐳) = 𝐳𝟑 − 𝟏 = 𝟎 

      因式分解得 

𝐟(𝐳) = (𝐳 − 𝟏)(𝐳𝟐 + 𝐳 + 𝟏) = 𝟎 

得 𝐳 = 𝟏 或 𝐙 =
−𝟏±√𝟑𝒊

𝟐
 ，我們必須定義出√−𝟏 = 𝒊，𝒊𝟐 = −𝟏、𝒊𝟑 = −𝒊、𝒊𝟒 = 𝟏 

可以輕而易舉地將這明確的複數三個解為依據，用牛頓法繪製如圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 思考𝒇(𝒛) = 𝟎為複數係數之 z 的 n 次方程式，必有 n 個複數根，如果皆知 n 個根，必可

以牛頓法(Newton’s method)或稱牛頓─拉弗森法(Newton-Raphson method)繪製難以想
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像之美圖。因此以下例子 

            𝒇(𝒛) = 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛 + 𝟐 + 𝟑𝒊 = 𝟎 (複數係數) 

令 𝒛 = 𝒙 + 𝒚𝒊 經計算(複數加減乘除運算) 

(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟑 + 𝟐(𝐱 + 𝐲𝐢)𝟐 + (𝒙 + 𝒚𝒊) + 𝟐 + 𝟑𝒊 = 𝟎 + 𝟎𝒊 

(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 + 𝒚 + 𝟐) + (𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝒚 + 𝟒𝒙𝒚 + 𝒚 + 𝟑)𝒊 = 𝟎 + 𝟎𝒊 

得非線性 2 元 3 次之方程組 

{
𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝟐 + 𝒚 + 𝟐 = 𝟎

𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝒚 + 𝟒𝒙𝒚 + 𝒚 + 𝟑 = 𝟎
 

以現在正流行的 ChapGPT 求解，竟無法得解且錯誤嚴重。若以網路線上求解(非每一個

皆能解)得以下之結論(如圖左) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      是很凌亂。 

另一實例 

𝐟(𝐳) = 𝐳𝟑 + 𝟐𝐳𝟐 + 𝐳 + 𝟑 = 𝟎  (實數係數) 

令𝐳 = 𝒙 + 𝒚𝐢 經計算(複數加減乘除運算) 

(𝒙 + 𝒚𝒊)𝟑 + 𝟐(𝐱 + 𝐲𝐢)𝟐 + (𝒙 + 𝒚𝒊) + 𝟑 = 𝟎 + 𝟎𝒊 

(𝐱𝟑 − 𝟒𝐱𝐲𝟐 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟐 + 𝐱 + 𝟑) + (𝟑𝐱𝟐𝐲 − 𝐲𝟑 + 𝟒𝐱𝐲 + 𝐲)𝒊 = 𝟎 + 𝟎𝒊 
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得非線性 2 元 3 次之方程組 

{
𝐱𝟑 − 𝟒𝐱𝐲𝟐 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝟐𝐲𝟐 + 𝐱 + 𝟑 = 𝟎

𝟑𝐱𝟐𝐲 − 𝐲𝟑 + 𝟒𝐱𝐲 + 𝐲 = 𝟎
 

網路線上求解(非每一個皆能解)得以上之結論(如圖右)。 

三、 因此思考以創新理論尋根新方法，以作為發表投書，方便探究更多不為人知的碎形之

面貌。 

 

貳、 研究目的 

一、 審視過相關求解方法，不外乎空洞不切實際的邊際理論，並非一針見血的有效方式。因 

     此不以參考其他方法，而由學生自創原創理論，以外積算有向面積，用類線性方式圍攻  

     理想求解初值邊界的方式尋根。 

二、 提出證明軌跡尋根方法理論依據。 

三、 探究出所有的根，證明足以使用後續牛頓法探究碎形幾何。 

 

 

參、 研究設備及器材 

    紙、筆、 

    i5 等級筆電(繪圖還蠻吃力的)、 

    動態數學軟體 Carmetal、cinderella。 

 

肆、研究過程或方法 

    █事前準備 

    思考以一個複數係數的 6 次方程式為研究對象，且以向量相關性質依線性關係將方程式  

    的猜解值提至解區的邊境內。 

    使用的軟體工具為 Carmetal 幾何繪圖軟體(具 JavaScript 程式設計)及 Cinderella 幾    何

作圖軟體(具 CindyScript 程式設計)，前者為解方程式使用，後者為牛頓法繪製碎形幾何圖

案使用。 

http://cinderella.de/tiki-index.php?page=Download+Cinderella.2&bl
http://cinderella.de/tiki-index.php?page=Download+Cinderella.2&bl
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    考慮複數係數方程式為 

𝒇(𝒛) = (−𝟏 + 𝟔𝒊)𝒛𝟔 + (𝟑 + 𝟓𝒊)𝒛𝟓 + 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛 + (𝟐 + 𝟑𝒊) = 𝟎 

將研究如何迅速找出此方程式的六個複數解，而且依照此六個解來繪製美麗藝術的碎形 

幾何圖。 

    在 Carmetal 幾何繪圖軟體中設置一般性的方程式(考慮至最高六次方程式，若需要更高 

次則可以再修改建置。) 

    𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎 = 𝟎，  

    𝒂𝒊 ∈ ∁，𝒊 = 𝟏、𝟐、⋯、𝟔 

在 Carmetal 幾何繪圖軟體中設定直角坐標系點變數為 

𝑷𝟏, 𝒙、𝒚座標值分別為 𝒙(𝑷𝟏)、𝒚(𝑷𝟏) 

即複數表示為 𝒛 = 𝒙(𝑷𝟏) + 𝒚(𝑷𝟏) ∗ 𝒊 ∈ ∁。其中𝒊 = √−𝟏 

在 Carmetal 幾何繪圖軟體中設定輸入變數 h1、h2、i1、i2、j1、j2、k1、k2、l1、l2、 

m1、m2、n1、n2。 

即複數係數表示為 

 𝒂𝟎 = 𝐡𝟏 + 𝐡𝟐 ∗ 𝒊、𝒂𝟏 = 𝐢𝟏 + 𝐢𝟐 ∗  𝒊、𝒂𝟐 = 𝐣𝟏 + 𝐣𝟐 ∗ 𝒊、𝐚𝟑 = 𝐤𝟏 + 𝐤𝟐 ∗ 𝒊、 

  𝒂𝟒 = 𝐥𝟏 + 𝐥𝟐 ∗ 𝒊、𝒂𝟓 = 𝐦𝟏 + 𝐦𝟐 ∗ 𝒊、𝒂𝟔 = 𝐧𝟏 + 𝐧𝟐 ∗ 𝒊。 

其中𝒊 = √−𝟏 

在 Carmetal 幾何繪圖軟體中設定變數 E1 值為𝒙(𝑷𝟏)、變數 E2 值為𝒚(𝑷𝟏)，即複數表示變 

為 𝒛 = 𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊 ∈ ∁。其中𝒊 = √−𝟏。 

利用複數乘法運算法則及巴司卡三角形原理處理二項式乘方展開之係數。 

1 

1   1                   𝒛  =   𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊 

1   2   1                 𝒛𝟐 = (𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊)𝟐 = 𝐄𝟑 + 𝐄𝟒 ∗ 𝒊 

1   3   3   1               𝒛𝟑 = (𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊)𝟑 = 𝐄𝟓 + 𝐄𝟔 ∗ 𝒊 

1   4   6   4   1             𝒛𝟒 = (𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊)𝟒 = 𝐄𝟕 + 𝐄𝟖 ∗ 𝒊 

1   5  10  10   5   1           𝒛𝟓 = (𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊)𝟓 = 𝐄𝟗 + 𝐄𝟏𝟎 ∗ 𝒊 

1   6   15  20  15   6   1        𝒛𝟔 = (𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 ∗ 𝒊)𝟔 = 𝐄𝟏𝟏 + 𝐄𝟏𝟐 ∗ 𝒊  

得新的變數為(*代表乘運算，^代表次方) 

E3＝E1^2-E2^2 

E4＝2*E1*E2 
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E5＝E1^3-3*E1*E2^2 

E6＝3*E1^2*E2-E2^3 

E7＝E1^4-6*E1^2*E2^2+E2^4 

E8＝4*E1^3*E2-4*E1*E2^3 

E9＝E1^5-10*E1^3*E2^2+5*E1*E2^4 

E10＝5*E1^4*E2-10*E1^2*E2^3+E2^5 

E11＝E1^6-15*E1^4*E2^2+15*E1^2*E2^4-E2^6、 

E12＝6*E1^5*E2-20*E1^3*E2^3+6*E1*E2^5 

最後 

𝒇(𝒛) = 𝐄𝟐𝟕 + 𝐄𝟐𝟖 ∗ 𝒊 

E27＝ 

    n1*E11-n2*E12+m1*E9-m2*E10+l1*E7-l2*E8+k1*E5-k2*E6+j1*E3-j2*E4+i1*E1-i2*E2+h1 

E28＝ 

    n1*E12+n2*E11+m1*E10+m2*E9+l1*E8+l2*E7+k1*E6+k2*E5+j1*E4+j2*E3+i1*E2+i2*E1+h2 

因為 

 𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎，   

 𝒂𝒊 ∈ ∁，𝒊 = 𝟏、𝟐、⋯、𝟔 

本身也是連續函數，所以也可以有導函數 

 
𝒅𝒇(𝒛)

𝒅𝒛
= 𝟔𝒂𝟔𝒛𝟓 + 𝟓𝒂𝟓𝒛𝟒 + 𝟒𝒂𝟒𝒛𝟑 + 𝟑𝒂𝟑𝒛𝟐 + 𝒂𝟐𝒛 + 𝒂𝟏 

在 Carmetal 幾何繪圖軟體中設定輸入導數變數 

𝒅𝒇(𝒛)

𝒅𝒛
= 𝑬𝟐𝟗 + 𝑬𝟑𝟎 ∗ 𝒊 ∈ ∁ 。其中𝒊 = √−𝟏 

E29＝6*n1*E9-6*n2*E10+5*m1*E7- 

5*m2*E8+4*l1*E5-4*l2*E6+ 

3*k1*E3-3*k2*E4+2*j1*E1- 

2*j2*E2+i1 

E30＝6*n1*E10+6*n2*E9+5*m1*E8+ 

5*m2*E7+4*l1*E6+4*l2*E5+ 

3*k1*E4+3*k2*E3+2*j1*E2+ 

2*j2*E1+i2 

這是完備設定的 Carmetal 介面 
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考慮複數係數方程式為 

𝒇(𝒛) = (−𝟏 + 𝟔𝒊)𝒛𝟔 + (𝟑 + 𝟓𝒊)𝒛𝟓 + 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛 + (𝟐 + 𝟑𝒊) = 𝟎 

牛頓法勘根解複數係數方程式的解時要先有理想的初值再用迭代的方式去找到解。但也 

有發散的時候，那是因為初始給的值不夠接近解區的邊界，同樣的!開始的方法是要先解 

決找出理想的初始值。 

一、 給定猜想的值，用向量及面積法線性引導出理想初值。 

(ㄧ)、理論根據: 

𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎 

令 𝒛𝟎 = 𝒎𝒛𝒑 滿足 𝒇(𝒛𝟎) = 𝒂𝟔𝒛𝟎
𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟎

𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟎
𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟎

𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟎
𝟐 + 𝒂𝟏𝒛𝟎 + 𝒂𝟎 = 𝟎 

𝒛𝒑 為給定的猜想初值。所以 𝒂𝒌𝒛𝟎
𝒌 = 𝒂𝒌(𝒎𝒌𝒛𝒑

𝒌) = 𝒎𝒌𝒂𝒌𝒛𝒑
𝒌，𝒌 = 𝟏、𝟐、⋯、𝟔 

𝒂𝟎 = 𝒂𝟎(𝟏 + 𝟎𝒊)  ∈ ∁，𝒂𝒌 ∈ ∁，𝒌 = 𝟏、𝟐、⋯ 、𝟔。 

以複數相乘來看                  以向量外積概念為有方向性的平行四邊形面積來看 
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讓𝒗𝒌 = 𝒂𝒌 ∙ 𝒛𝒑
𝒌 ∈ ∁，𝒌 = 𝟏、𝟐、⋯ 、𝟔。𝒗𝟎 = 𝒂𝟎 ∙ (𝟏 + 𝟎𝒊) 

若 𝒂𝒌 = 𝒘 + 𝒕𝒊、𝒛𝒑
𝒌 = 𝒖 + 𝒔𝒊， 則 

|𝑨𝒌| = |
𝒊 𝒋 𝒌
𝒘 𝒕 𝟎
𝒖 𝒔 𝟎

| ，|𝑨𝟎| = [
𝒊 𝒋 𝒌
𝟐 𝟑 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎

]，此例  𝒂𝟎 = 𝟐 + 𝟑𝒊 

因此以複數觀點 

 

𝒎𝒗𝟏 + 𝒎𝟐𝒗𝟐 + 𝒎𝟑𝒗𝟑 + 𝒎𝟒𝒗𝟒 + 𝒎𝟓𝒗𝟓 + 𝒎𝟔𝒗𝟔 = −𝒂𝟎 ∙ (𝟏 + 𝟎𝒊) 

 

以向量外積處理有向面積觀點 

 

𝒎𝑨𝟏 + 𝒎𝟐𝑨𝟐 + 𝒎𝟑𝑨𝟑 + 𝒎𝟒𝑨𝟒 + 𝒎𝟓𝑨𝟓 + 𝒎𝟔𝑨𝟔 = −𝑨𝟎 

 

若以面積考量，則創造以線性關係簡化問題，所以一定存在𝒎 ∈ 𝑹，滿足 𝒛𝟎 = 𝒎𝒛𝒑 ，

𝒛𝒑 為給定的猜想初值。𝒛𝟎必定合於𝒇(𝒛) = 𝟎解的邊界值內。 

 

(二)、實際操作: 
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複數係數方程式為 

𝒇(𝒛) = (−𝟏 + 𝟔𝒊)𝒛𝟔 + (𝟑 + 𝟓𝒊)𝒛𝟓 + 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛 + (𝟐 + 𝟑𝒊) = 𝟎 

在複數平面取最初值𝒛𝒑 = 𝟎. 𝟗𝟔𝟎𝟑𝟔𝟕𝟔𝟎𝟒𝟖𝟐𝟓 + 𝟏. 𝟎𝟎𝟒𝟔𝟒𝟒𝟕𝟓𝟎𝟗𝟖𝟖𝟔𝒊 

經 carmetal(設計的向量面積法)得參數 m=0.62283 使得 

𝑨𝟎 + 𝒎𝑨𝟏 + 𝒎𝟐𝑨𝟐 + 𝒎𝟑𝑨𝟑 + 𝒎𝟒𝑨𝟒 + 𝒎𝟓𝑨𝟓 + 𝒎𝟔𝑨𝟔接近於 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟑𝟓𝟒𝟖𝟐𝟒𝟏𝟒 

𝒛𝟎 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟐𝟖𝟑𝒛𝒑 = 𝟎. 𝟓𝟗𝟖𝟏𝟒𝟓𝟕𝟓𝟓𝟑𝟏𝟑 + 𝟎. 𝟔𝟐𝟓𝟕𝟐𝟒𝟔𝟎𝟖𝟓𝟖𝟑𝒊 

原 𝒇(𝒛𝒑) = 𝟓𝟑. 𝟐𝟐𝟔𝟑𝟐𝟒𝟕𝟖𝟏𝟏𝟑𝟐 − 𝟓. 𝟕𝟐𝟓𝟏𝟖𝟖𝟕𝟖𝟏𝟎𝟔𝒊   

轉成  𝒇(𝒛𝟎) = 𝟓. 𝟒𝟕𝟖𝟔𝟒𝟑𝟓𝟗𝟔𝟎𝟒𝟒 + 𝟑. 𝟔𝟓𝟏𝟖𝟔𝟕𝟏𝟑𝟐𝟕𝟐𝟑𝒊  

   最新初值為 𝒛𝟎 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟐𝟖𝟑𝒛𝒑 = 𝟎. 𝟓𝟗𝟖𝟏𝟒𝟓𝟕𝟓𝟓𝟑𝟏𝟑 + 𝟎. 𝟔𝟐𝟓𝟕𝟐𝟒𝟔𝟎𝟖𝟓𝟖𝟑𝒊 已被拉至合 

   理解的邊界區域了。 

 

二、 尋求第一個解的有效方法(非牛頓勘根法) 

理論根據: 

值域特定通過原點的線性軌跡在定義域內必有相對應的非線性曲軌跡。 

 

𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎 

 

是一個複數平面對應到複數平面的連續函數關係，∀𝐜 ∈ 𝐂，∃𝐳𝒄 ∈ 𝑪滿足𝒇(𝐳𝒄) = 𝒄 

因此可以考慮以下兩種軌跡對應理論，以便做為尋根的依據。 
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綜合以上在定義域內的複數平面上有 

𝒛𝟎 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟐𝟖𝟑𝒛𝒑 = 𝟎. 𝟓𝟗𝟖𝟏𝟒𝟓𝟕𝟓𝟓𝟑𝟏𝟑 + 𝟎. 𝟔𝟐𝟓𝟕𝟐𝟒𝟔𝟎𝟖𝟓𝟖𝟑𝒊 及以上值域複數平面上過

原點兩種直線反對映回定義域複數平面上得曲線。 

 

如圖說明。 

 

其中 𝐳𝒕 ∈ {𝒛|𝒇(𝒛) = 𝜶 + 𝜶𝒊，𝜶𝝐𝑹} 或 

     𝐳𝒕 ∈ {𝒛|𝒇(𝒛) = 𝜶 − 𝜶𝒊，𝜶𝝐𝑹} 

 

 𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎， 

 𝒂𝒊 ∈ ∁，𝒊 = 𝟏、𝟐、⋯、𝟔。 

 

以下的步驟為相同的理論下，更是方便快速! 

三、  標記符號尋找軌跡法，一次解決所有解。 

 

(一)、理論根據: 

1、 解的存在性 
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2、 曲線軌跡尋解的合理性 

若𝒛𝜶 = −𝒛𝜷，則{𝒛|𝒇(𝒛) = 𝒑 + 𝒑𝒊，𝒑 ∈ (𝛃，𝛂)}的軌跡尋解變化因素大，不予考慮。 

    若𝒛𝜹 = −𝒛𝜺，則{𝒛|𝒇(𝒛) = 𝒑 + 𝒑𝒊，𝒑 ∈ (−𝜹，𝜺)}的軌跡尋解變化因素大，不予考慮。 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

3、 不在(0,0)為圓心的同圓周上原理 

 

 

 

 

 

在𝑧𝛼 ≠ −𝑧𝛽時 

𝑓(𝑧𝛼) = 𝛼 + 𝛼𝑖，𝑓(𝑧𝛽) = 𝛽 + 𝛽𝑖，α > 0，β < 0，則 𝑧𝛼 ≠ 𝑧𝛽 且 |𝑧𝛼| ≠ |𝑧𝛽| 

 
 
在𝑧𝛿 ≠ −𝑧𝜀時 

𝑓(𝑧𝛿) = −𝛿 + 𝛿𝑖，𝑓(𝑧𝜀) = 𝜀 − 𝜀𝑖，δ > 0， ε > 0，則 𝑧𝛿 ≠ 𝑧𝜖 且 |𝑧𝛿| ≠ |𝑧𝜀| 

(1) 𝑓(𝑧𝛼) = 𝛼 + 𝛼𝑖，𝑓(𝑧𝛽) = 𝛽 + 𝛽𝑖，α > 0，β < 0，則 ∃ z𝑐 ∈

{𝑧|𝑓(𝑧) = 𝑝 + 𝑝𝑖，p ∈ (β，α)}滿足 f(z𝑐) = 0 

 

(2) 𝑓(𝑧𝛿) = −𝛿 + 𝛿𝑖，𝑓(𝑧𝜀) = 𝜀 − 𝜀𝑖，δ > 0， ε > 0，則 ∃ z𝑐 ∈

{𝑧|𝑓(𝑧) = 𝑝 − 𝑝𝑖，p ∈ (−𝛿，𝜀)}滿足 f(z𝑐) = 0 

 

其中        {𝒛|𝒇(𝒛) = 𝒑 + 𝒑𝒊，𝒑 ∈ (𝛃，𝛂)}、 

{𝒛|𝒇(𝒛) = 𝒑 − 𝒑𝒊，𝒑 ∈ (−𝜹，𝜺)} 

皆是連續的曲線軌跡 
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 證明： 

 設𝒛𝜶 = 𝜸𝜶(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶)，𝒛𝜷 = 𝜸𝜷(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷)  ， 

   𝒛𝜹 = 𝜸𝜹(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜹 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜹)，𝒛𝜺 = 𝜸𝜺(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜺 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜺) 

 假設𝒛𝜶 = 𝒛𝜷則違背𝒇(𝒛) = 𝒂𝟔𝒛𝟔 + 𝒂𝟓𝒛𝟓 + 𝒂𝟒𝒛𝟒 + 𝒂𝟑𝒛𝟑 + 𝒂𝟐𝒛𝟐 + 𝒂𝟏𝒛 + 𝒂𝟎 

是一個函數關係，則𝒛𝜶 ≠ 𝒛𝜷。 

 同理可證! 𝒛𝜹 ≠ 𝒛𝝐。 

 假設|𝒛𝜶| = |𝒛𝜷| 則|𝜸𝜶(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶)| = |𝜸𝜷(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷)| 

                => |𝜸𝜶||(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶)| = |𝜸𝜷||(𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷)| 

                => |𝜸𝜶|√𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽𝜶 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝜶 = |𝜸𝜷|√𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽𝜷 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝜷 

                => |𝜸𝜶| = |𝜸𝜷|， ∵ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽𝜶 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝜶 = 𝟏及𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽𝜷 + 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽𝜷 = 𝟏 

                =>  𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶 = ±( 𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 + 𝒊 ∗ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷) 

                =>  𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 ∓  𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 + 𝒊 ∗ (𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶 ∓ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷) = 𝟎 

                =>  𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 ∓  𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷 = 𝟎，𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶 ∓ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷 = 𝟎 

              第一種情況 

 𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 = 𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷，𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶 = 𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷，𝜽𝜶 = 𝟐𝒕𝝅 + 𝜽𝜷，𝒕為自然數 

              => 𝒛𝜶 = 𝒛𝜷 則又違背𝒛𝜶 ≠ 𝒛𝜷之事實。 

              第二種情況 

               𝒄𝒐𝒔𝜽𝜶 = − 𝒄𝒐𝒔𝜽𝜷，𝒔𝒊𝒏𝜽𝜶 = −𝒔𝒊𝒏𝜽𝜷，𝜽𝜶 = 𝒕𝝅 + 𝜽𝜷，𝒕為正奇數。 

               此種情形是𝒛𝜶 = −𝒛𝜷，𝒛𝜶 ≠ 𝒛𝜷，但軌跡太長不適尋根。 

               則又違背在 𝒛𝜶 ≠ −𝒛𝜷 的前提下。 

     則|𝒛𝜶| ≠ |𝒛𝜷|。 

     同理可證! |𝒛𝜹| ≠ |𝒛𝜺|。 

 

 以上事實即是強調   

 

     

 

 

 

在定義域的複數平面上只要𝑧𝛼 ≠ −𝑧𝛽、𝑧𝛿 ≠ −𝑧𝜀下 

𝑧𝛼、𝑧𝛽不會在以原點為圓心的同一圓周上 

𝑧𝛿、𝑧𝜀不會在以原點為圓心的同一圓周上 

所以解必可在𝑧𝛼至𝑧𝛽的一段軌跡上找到。解必可在𝑧𝛿至𝑧𝜀的一段軌跡上找到。 
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以圖示說明，只要找的到𝒛𝜶、𝒛𝜷及𝒛𝜹、𝒛𝜺的位置及標記符號，就可明確找到理想軌 

跡而找到解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)、實際操作: 

1、開始執行 carmetal 標記作業的程式。 
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2.開啟座標描點求解軌跡程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.放大六個解區觀察且用軌跡線找根程式尋根。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
z1 

標記符號尋找軌跡法找到z1 

 

 
z2 

標記符號尋找軌跡法找到z2 
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    4、以下為𝐳𝟏、𝐳𝟐、𝐳𝟑、𝐳𝟒、𝐳𝟓、𝐳𝟔六個解的數據資料 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
z3 

標記符號尋找軌跡法找到z3 

 

 
z4 

標記符號尋找軌跡法找到z4 

 
z5 

標記符號尋找軌跡法找到z5 

 
z6 

標記符號尋找軌跡法找到z6 

z1  =  −0.13570266868909353  + 0.9191206591976318 𝑖 
 

z2  =  −0.9196349401002808    + 0.7628190937766757 𝑖 
 

z3  =  −0.9186588063254422    − 0.1912665022633413 𝑖 
 

z4  =  −0.13595560106133497  − 0.7945178783511484 𝑖 
 

z5  =     0.5528367044316983     − 0.514831313970495 𝑖  
 

z6  =     0.8241671178460047     + 0.450200105234746636 𝑖 
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    5、最後整理出完整 6 個根的數據分析。 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、 舉第二個實例，調整找解的方式及程序，就用標記符號尋找軌跡法即可。但就要認清 

    理想初值的重要性。 

    考慮第二個例子    

  𝒇(𝒛) = 𝒛𝟑 + (𝟒 + 𝟑𝒊)𝒛𝟐 + (𝟓 − 𝟑𝒊) = 𝟎 

    (一)、理論根據: 

標記符號尋找軌跡法所用的搜尋半徑要取用(在定義域中) 

     𝐑 = 𝐦𝐚𝐱{|𝒛𝟎| ∶ 所有符合向量及面積法線性引導出理想初值𝒛𝟎集合}。 

經過處理及調整 R=6 最適合。 

𝒛𝟎 = −𝟏. 𝟎𝟔𝟕𝟔𝒛𝒑 = −𝟑. 𝟖𝟑𝟔𝟒𝟔𝟕𝟓𝟒𝟕𝟑𝟗 − 𝟑. 𝟔𝟗𝟐𝟏𝟗𝟖𝟐𝟏𝟐𝟐𝟖𝟒𝒊 

 𝒛𝒑 = 𝟑. 𝟓𝟗𝟑𝟑𝟑𝟕𝟏𝟔𝟐𝟓𝟓 + 𝟑. 𝟒𝟓𝟖𝟒𝟎𝟗𝟕𝟏𝟓𝟓𝟏𝟓𝒊  

    (二)、實際操作: 

    1、使用標記符號尋找軌跡法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z1  =  −0.13570266868909353  + 0.9191206591976318 𝑖 
z2  =  −0.9196349401002808    + 0.7628190937766757 𝑖 
z3  =  −0.9186588063254422    − 0.1912665022633413 𝑖 
z4  =  −0.13595560106133497  − 0.7945178783511484 𝑖 
z5  =     0.5528367044316983     − 0.514831313970495 𝑖  

   z6  =     0.8241671178460047     + 0.450200105234746636 𝑖 

𝑓(𝑧) = (−1 + 6𝑖)𝑧6 + (3 + 5𝑖)𝑧5 + 𝑧3 + 2𝑧2 + 𝑧 + (2 + 3𝑖)， 

滿足 𝑓(z𝑖) = 0，𝑖 = 1、2、⋯、6 
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    可以發現此例較特殊，有一解在左下離較遠，若不用理想初值尋找最大值 

 

    𝐑 = 𝐦𝐚𝐱{|𝒛𝟎| ∶ 所有符合向量及面積法線性引導出理想初值𝒛𝟎集合}，可能被忽略，而   

    以為找不到。 

 

    2、三個解軌跡尋找 
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    3、三個解數據分析 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
伍、 研究結果 

一、 偉大的數學家高斯在 1799 年首先證明了代數基本定理:一個 n 次複係數代數方程有且  

僅有 n 個根。可是,當時他的證明還不是構造性的,也就是說,只肯定根的存在,但沒有同

時告訴求解的方法。如今這 n 次複係數代數方程式已用兩個真實例子完整找出所有的

根了。接著將由這些解來探究碎形美圖奧妙。 

二、  享受碎形幾何之美 

    (一)、理論根據: 

1、 整個複數平面每一點當作牛頓法的初始值。 

2、 運用複數牛頓法迭代方式，以初始值判斷是否迭代收斂至事先找到的解。 

3、 運用動態數學軟體 cinderella 程式設計。 
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    (二)、實際操作: 

1、第一個成功求解的複係數 6 次方程式 

 

 

 

 

 

 

 

     

    2、動態數學軟體 cinderella 程式設計介面處理 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z1  =  −0.13570266868909353  + 0.9191206591976318 𝑖 
z2  =  −0.9196349401002808    + 0.7628190937766757 𝑖 
z3  =  −0.9186588063254422    − 0.1912665022633413 𝑖 
z4  =  −0.13595560106133497  − 0.7945178783511484 𝑖 
z5  =     0.5528367044316983     − 0.514831313970495 𝑖  

   z6  =     0.8241671178460047     + 0.450200105234746636 𝑖 

𝑓(𝑧) = (−1 + 6𝑖)𝑧6 + (3 + 5𝑖)𝑧5 + 𝑧3 + 2𝑧2 + 𝑧 + (2 + 3𝑖)， 

滿足 𝑓(z𝑖) = 0，𝑖 = 1、2、⋯、6 
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3、碎形幾何之美 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4、 第二個成功求解的複係數 3 次方程式 
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  (1)、動態數學軟體 cinderella 程式設計介面處理 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   (2)、碎形幾何之美 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、研究結果 
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三、 其他研究結果(以實數係數方程式呈現比較) 

(一)、𝒇(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝒛𝟐 + 𝟑𝒛 − 𝟒 = 𝟎 其解必為一組共軛複數根及一實根 

      𝒛𝟏 = −𝟎. 𝟏𝟏𝟏𝟐𝟒𝟕𝟐𝟓𝟕𝟎𝟔𝟎𝟑𝟗𝟑𝟐𝟐 + 𝟏. 𝟖𝟎𝟓𝟒𝟒𝟐𝟒𝟑𝟎𝟕𝟒𝟒𝟏𝟎𝟏𝟕 𝒊 

 

              𝐳𝟐 = −𝟎. 𝟏𝟏𝟏𝟐𝟒𝟕𝟐𝟓𝟕𝟎𝟔𝟎𝟑𝟗𝟑𝟐𝟓 − 𝟏. 𝟖𝟎𝟓𝟒𝟒𝟐𝟒𝟑𝟎𝟕𝟒𝟒𝟏𝟎𝟏𝟓 𝒊 

 

              𝐳𝟑 = 𝟏. 𝟐𝟐𝟐𝟒𝟗𝟒𝟓𝟏𝟒𝟏𝟐𝟎𝟕𝟖𝟔𝟔 

 

       碎形幾何之美為 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)、𝒇(𝒛) = 𝒛𝟔 − 𝟐𝒛𝟓 + 𝟑𝒛𝟒 − 𝟒𝒛𝟑 + 𝟓𝒛𝟐 − 𝟔𝒛 + 𝟕 = 𝟎其解必為三組共軛複數根 

 

      𝒛𝟏 = −𝟎. 𝟕𝟏𝟎𝟑𝟕𝟖𝟖𝟔𝟗𝟑𝟏𝟐𝟕𝟏𝟓𝟒 + 𝟏. 𝟏𝟎𝟔𝟖𝟒𝟓𝟐𝟗𝟖𝟑𝟖𝟑𝟖𝟒𝟖𝟖  𝒊 

 

      𝒛𝟐 = −𝟎. 𝟕𝟏𝟎𝟑𝟕𝟖𝟖𝟔𝟗𝟑𝟏𝟐𝟕𝟏𝟓𝟕 − 𝟏. 𝟏𝟎𝟔𝟖𝟒𝟓𝟐𝟗𝟖𝟑𝟖𝟑𝟖𝟒𝟗  𝒊 

 

      𝒛𝟑 = 𝟏. 𝟑𝟎𝟕𝟖𝟔𝟗𝟕𝟒𝟑𝟗𝟓𝟐𝟒𝟑𝟓𝟖 + 𝟎. 𝟓𝟗𝟑𝟐𝟗𝟒𝟕𝟎𝟕𝟒𝟏𝟒𝟓𝟖𝟕𝟓  𝒊  

 

 



23 
 

      𝒛𝟒 = 𝟏. 𝟑𝟎𝟕𝟖𝟔𝟗𝟕𝟒𝟑𝟗𝟓𝟐𝟒𝟑𝟔 − 𝟎. 𝟓𝟗𝟑𝟐𝟗𝟒𝟕𝟎𝟕𝟒𝟏𝟒𝟓𝟖𝟕𝟔  𝒊 

 

      𝒛𝟓 = 𝟎. 𝟒𝟎𝟐𝟓𝟎𝟗𝟏𝟐𝟓𝟑𝟔𝟎𝟐𝟕𝟗𝟔 − 𝟏. 𝟑𝟒𝟏𝟔𝟔𝟔𝟖𝟐𝟕𝟕𝟓𝟗𝟑𝟖𝟑𝟓  𝒊 

 

      𝒛𝟔 = 𝟎. 𝟒𝟎𝟐𝟓𝟎𝟗𝟏𝟐𝟓𝟑𝟔𝟎𝟐𝟕𝟗𝟕 + 𝟏. 𝟑𝟒𝟏𝟔𝟔𝟔𝟖𝟐𝟕𝟕𝟓𝟗𝟑𝟖𝟑𝟑  𝒊 

 

       碎形幾何之美為 
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陸、討論 

一、 在實行標記符號尋找軌跡法之前，嘗試過導數法的策略，在 carmetal 中採單純的實部 

     及虛部分向導數法，曾由學生思考採行，迭代次數就明顯很多但相當精確。在 cinderella  

     中繪圖作用是由老師設計採行二維度的牛頓法去迭代收斂至已知的解，其迭代次數就明 

     顯減少(更快)。以下為第一個例子找第一個解時，兩種方法的迭代次數比較。初始值一   

     樣但收斂的解不一樣。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 經過以上說明比較!可知用導數法(兩者)拿來求解是不恰當的，只能指引到某一 

 個解，並非全面性的，因為其充滿不確定性。 
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三、 標記符號尋找軌跡法雖然精確度沒有導數法那樣高，但可以在操作過程程中將 

 carmetal 的複數平面持續放大軌跡尋根，可以得到 |𝐟(𝐳𝒎)| < 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟏，甚至可以更 

 小，而且是全面性求解一次到位。所得到的解一樣可以處理畫出美麗的碎形圖案。 

四、 在處理時一定要用向量及面積法實際試驗出理想初值的最大允許半徑 R，以便標記 

     符號尋找軌跡法使用，才可以找到所有解。 

五、 由研究結果的各示例中，只要方程式的係數全為實數，則次數為偶數次時，解必為共軛 

     複數形式。次數為奇數次時，解必有一實數解，其餘為共軛複數形式。但只要方程式的 

     係數有複數形式出現，則解就不會呈現共軛複數形式或實數解，一定是不同的複數解。 
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柒、結論 

一、 標記符號尋找軌跡法絕對是最適當的方法，可以一次到位找到每一個解。 

二、 不管解是共軛複數形式或實數解或完全不相關的複數形式解，它在碎形圖形中皆是充滿 

     藝術及自然、自我相似的呈現，可說是一種數學之美。 

三、 若想一探自己思考的複係數 n 次方程式(係數自己設計)的解產生的奧妙圖形如何? 

 可以馬上試一下。 

 

 

 

 

 

捌、參考資料及其他 

一、 複數及複變函數的圖形表徵在數學算板中的實踐 林保平 數學傳播 44 卷 4 期,  

     pp. 65-77 

     https://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d444/44409.pdf 

二、 複數法在中學數學中的應用 葉文傑 數學傳播 37 卷 2 期, pp. 80-92 

   http://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d372/37208.pdf 

四、 函數求根：牛頓法（含廣義牛頓法） 

http://boson4.phys.tku.edu.tw/numerical_methods/nm_units/root_finding_Newton-Raphson.htm 
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